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We give a common polynomial extension of the Euler numbers, Genocchi
numbers, Eulerian polynomials, the recent median Euler numbers. We first study
some general algebraic properties of these polynomials, which include the contin-
ued fraction expansion of its ordinary generating function and, by establishing the
connection with a generating function of some staircases introduced by Dumont,
we get several combinatorial interpretations of these polynomials and then several
new combinatorial interpretations of the above classical numbers. Finally, we study
also a similar extension of Springer numbers. Q 1996 Academic Press, Inc.
1. INTRODUCTION
w xLe present travail prend sa source dans l'article original de Gandhi GaÂ
qui, dans les annees soixante-dix, avait conjecture une expression pour lesÂ Â
 .  .nombres de Genocchi G n G 1 comme specialisation des polynomes aÂ Ã Á2 n
  ..  .coefficients entiers K x n G 1 definis par l'equation aux differencesÂ Â Ân
finies
K x s x 2 , .1
1.1 .
K x s x 2 K x q 1 y K x n G 2 . .  .  .  . .n ny1 ny1
 .  .La conjecture, qui s'exprima par K 1 s G n G 1 et qui fut immedi-Ân 2 nq2
w xatement demontree par Riordan et Stein Ri-St , d'une part, et CarlitzÂ Â
w xCa1 , d'autre part, a ete la source de l'etude algebrique et combinatoireÂ Â Â Â
w xdes nombres de Genocchi. On doit a Dumont Du1 les premiers travauxÁ
sur cette etude combinatoire. Celle-ci a permis d'introduire de nouveauxÂ
 .objets geometriques, comme les escaliers voir la definition ci-apres qui seÂ Â Â Á
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sont averes etre fondamentaux a la fois pour les etudes combinatoires deÂ Â Ã Á Â
 w x.cette suite de nombres et de leurs derives cf. Du-Fo, Vi, Ha, Du-Ra , etÂ Â
pour le calcul algebrique de plusieurs polynomes qui leur sont attaches. EnÂ Ã Â
particulier, le modele combinatoire a inspire directement l'expressionÁ Â
analytique du de¨eloppement en fraction continue des fonctions generatricesÂ Â Â
 .de ces nombres, des polynomes K x et de plusieurs autres familles deÃ n
polynomes attaches a des suites classiques de nombres.Ã Â Á
Le but de cet article est de proposer une globalisation de certains
resultats obtenus en introduisant une nouvelle suite de polynomes aÂ Ã Á
  ..  .plusieurs variables Q x, y, z n G 0 , et en montrant que leur etudeÂn
algebrique et combinatoire couvre plusieurs resultats recents sur les nom-Â Â Â
 .bres de Genocchi et leurs polynomes derives B x, y , les polynomesÃ Â Â Ãn
 .  .Euleriens A x, y , les polynomes C x, y attaches aux nombres d'EulerÂ Ã Ân n
 .  .E , les polynomes D x lies aux nombres d'Euler medians et S xÃ Â Ân n n
 .  .associes aux nombres de Springer. Ces polynomes Q x, y, z n G 0 sontÂ Ã n
definis par la recurrence:Â Â
Q x , y , z s 1, .0
1.2 .
Q x , y , z s xz Q x q 1, y , z q 1 y x z y y Q x , y , z . .  .  .  .n ny1 ny1
 .  .Comparant 1.2 a 1.1 on pourra constater que la seconde recurrenceÁ Â
 .  .s'inspire directement de la premiere et en effet K x s xQ x, 1, x q 1Á n n
 .n G 1 . D'un point de vue analytique les polynomes precedents s'expri-Ã Â Â
ment dans l'algebre des polynomes Q comme:Á Ã n
A x , y s la somme des termes du plus haut degre de yQ x , 1, y q 1 , .  .Ân n
B x , y s xy1 Q x , 1, y q 1 , .  .n n
C x , y s 22 nQ xr2, 1r2, y q 1 r2 , .  . .n n
1.3 .
D x s 22 nQ x q 1 r2, 1r2, xr2 q 1 , .  . .n n
 .quant a la suite des polynomes S x , elle apparait comme la suite initialeÁ Ã n
 2 n  ..de la matrice de Seidel lorsqu'on prend 2 D x comme suite finale.n
 .A partir de la relation 1.2 on peut aisement obtenir une expressionÂ
pour la fonction generatrice ordinaire des polynomes Q voir paragrapheÂ Â Ã n
. w x2 , puis a l'aide d'un lemme de Wall Wa calculer explicitement leÁ
developpement en fraction continue de cette fonction generatrice voirÂ Â Â
.Theoreme 3 .Â Á
w xPar ailleurs, Dumont Du3 a defini une suite de plynomes a sixÂ Ã Á
 .  .variables G x, y, z, x, y, z n G 1 comme generateurs d'une statistiqueÂ Ân
multi¨ ariee sur les escaliers d'ordre n, les escaliers sont simplement definisÂ Â
w x  4comme des applications surjectives f de 2n s 1, 2, . . . , 2n sur l'ensem-
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 4 w x  .ble 2, 4, 6, . . . , 2n telles que pour tout k g 2n on ait f k G k. La
definition de cette satistique sera donnee au paragraphe 2. On doit aÂ Â Á
w xDumont Du3 d'avoir conjecture que la fonction generatrice des GÂ Â Â n
admettait le developpement en fraction continue suivant:Â
nG x , y , z , x , y , z t . n
nG1
t
s 1.4 .2x q y y q z z q x t .  .  .
1 y xy q yz q zx t y . . . .
 .ou les coefficients sous le n q 1 -ieme trait de fraction estÁ Á
1 y x q n y q n q y q n z q n q z q n x q n y n n q 1 t .  .  .  .  .  .  .
2n q 1 x q y q n y q z q n z q x q n t .  .  .  .
y . . .
w x w xun resultat qui a ete prouve par Randrianarivony Ra et Zeng Ze parÂ Â Â Â
deux methodes differentes. Nous etablissons ici la relationÂ Â Â
Q x , y , z s G z , 0, y , x , 0, 0 . .  .n nq1
Ce qui permet de fournir une interpretation combinatoire des polynomesÂ Ã
Q en termes d'escaliers. Tous ces resultats sont consignes dans le para-Â Ân
graphe 2.
Le reste de l'article est consacre a l'etude des diverses specialisationsÂ Á Â Â
 .des polynomes Q . Dans l'etude des polynomes Euleriens paragraphe 3 ,Ã Â Ãn
nous obtenons de nou¨elles interpretations combinatoires pour ces polynomesÂ Ã
 .d'abord en termes d'escaliers cf. Proposition 9 , ensuite en termes d'appli-
 .cations injecti¨ es cf. Proposition 10 . Nous redemontrons ensuite unÂ
w x  .resultat de Dumont Du2 sur l'interpretation des polynomes A x, y enÂ Â Ã n
termes de generateurs d'in¨olutions bipartites, en construisant une bijectionÂ Â
 .entre ce dernier modele et celui des escaliers cf. Proposition 12 .Á
Dans le paragraphe 4 nous retrouvons les resultats de Dumont etÂ
w x  .Randrianarivony Du-Ra sur les polynomes B x, y et etablissons deuxÃ Ân
 .autres interpretations combinatoires. Quant aux polynomes C x, y dontÂ Ã n
w xle developpement en fraction continue est donne dans Ra-Ze , ils recËoiventÂ Â
ici une nouvelle interpretation combinatoire dans le modele des escaliersÂ Á
 .cf. Proposition 16 .
Apres avoir expose quelques preliminaires sur les matrices de Seidel auÁ Â Â
paragraphe 5, nous faisons, au paragraphe 6, une etude analogue pour lesÂ
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 .  .polynomes D x et montrons que les polynomes D x ont eux-memesÃ Ã Ãn n
w xdeux specialisations deja introduites par Dumont Du4 :Â Â Á
L s D y1r2 , R s D 1r2 , .  .n n n n
appeles nombres d'Euler medians. Nous en proposons deux autresÂ Â
l s 2ynD 0 , r s 2ynD 1 , .  .n n n n
dont les fonctions generatrices admettent des developpements en fractionsÂ Â Â
continues trop regulieres pour ne pas receler des proprietes algebriques etÂ Á Â Â Â
 .combinatoires interessantes cf. Proposition 29 .Â
 .Dans le paragraphe 7 nous retrouvons une extension nou¨elle
 .polynomiale des nombres de Springer S n G 1 en considerant une matriceÃ Ân
 2 n  ..  .de Seidel dont la suite finale est la suite 2 D x n G 0 . Nousn
  ..  .montrons alors que la suite initiale S x n G 0 de cette matricen
satisfont
S s S y1r2 , S s S 1r2 n G 1 . .  .  .2 n n 2 nq1 n
Nous deduisons ensuite de cette construction une interpretation desÂ Â
 .polynomes S x , donc aussi des nombres de Springer S .Ã n n
Ã  .2. ETUDES DES POLYNOMES Q x, y, zn
 .Les premieres valeurs des polynomes Q x, y, z sontÁ Ã n
Q x , y , z s 1, .0
Q x , y , z s xy , .1
Q x , y , z s xy xy q z , .  .2
2 2 2Q x , y , z s xy x y q 3 xyz q z q xz q yz q z . .3
w xComme Carlitz Ca2 , on se propose d'abord de trouver une formule
 .explicite pour Q x, y, z . Posonsn
x s 1, x s x x q 1 ??? x q n y 1 pour n G 1. .  .  .  .0 n
PROPOSITION 1. On a
x z t n .  .n nnQ x , y , z t s . 2.1 .  . n n 1 q x q k z y y q k t .  .ks0nG0 nG0
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 .  . nDemonstration. Soit Q x, y, z; t s  Q x, y, z t la serieÂ Ân G 0 n
 .generatrice ordinaire des Q x, y, z . On deduit de la relation de recur-Â Â Â Ân
 .rence 1.2 que
1 q x z y y t Q x , y , z ; t s 1 q xztQ x q 1, y , z q 1; t . 2.2 .  .  .  . .
Par suite,
1 xzt
Q x , y , z ; t s q Q x q 1, y , z q 1; t .  .
1 q x z y y t 1 q x z y y t .  .
et par iteration on obtient la formule.Â
 .  .PROPOSITION 2. Les polynomes Q x, y, z n G 0 ont l'expression ex-Ã n
plicite sui¨ ante:
jn
nykQ x , y , z s x z y1 .  .  .  . n nn
js0 ks0
=
n n
x q z y y q 2k x q k z y y q k .  .  .
.
k! j y k ! x q z y y q k .  . jq1
Demonstration. Decomposant la fraction rationnelle dans le secondÂ Â
 .membre de 2.1 en elements simples, nous obtenonsÂ Â
j jt a j .ls ,j 1 q x q l z y y q l t 1 q x q k z y y q k t  .  . .  .ks0 ls0
 .ou la valeur de a j est donnee parÁ Âl
ly1 x q z y y q 2 l .  .
a j s j G l G 0 . .  .l l! j y l ! x q z y y q l .  . jq1
 . nPar consequent, le polynome Q x, y, z est le coefficient de t dans leÂ Ã n
developpement deÂ
jn a j .l
x z . .  . n n 1 q x q l z y y q l t .  .js0 ls0
D'ou l'on tire la formule explicite.Á
Âw x  .Par ailleurs, appliquant un lemme de Wall Wa a Eq. 2.2 , nousÁ
 w x.obtenons cf. Ze, Ra-Ze le developpement en fraction continue de laÂ
 .serie generatrice ordinaire des polynomes Q x, y, z .Â Â Â Ã n
RANDRIANARIVONY AND ZENG6
THEOREME 3. On aÂ Á
1
nQ x , y , z t s . . n xyt
nG0 1 y 1 zt
1 y
x q 1 y q 1 t .  .
1 y
2 z q 1 t .
1 y
x q 2 y q 2 t .  .
1 y
3 z q 2 t .
1 y . . .
Pour donner une interpretation combinatoire de ces polynomes, nousÂ Ã
avons besoin d'introduire quelques notions combinatoires classiques. Rap-
w x  4pelons qu'un escalier F sur 2n [ 1, 2, . . . , 2n est le graphe d'une
w x  4application surjecti¨ e f de 2n sur 2, 4, 6, . . . , 2n telle que pour tout
w x  .   ..  .k g 2n , f k G k. Un point k, f k de F est dit maximal si f k s 2n,
 . est dit point fixe s'il n'est pas maximal et si f k s k ce qui implique que
.  . k est pair , est dit surfixe s'il n'est pas maximal et si f k s k q 1 ce qui
.implique que k est impair . On note max F le nombre des points maxi-
 .  . maux de F a l'exception des points 2n y 1, 2n et 2n, 2n , fix F resp.Á
.  .sur F le nombre de ses points fixes resp. surfixes .
w x   ..Etant donne un escalier F sur 2n , un point k, f k de F est ditÂ
double s'il n'est pas seul sur sa ligne, c'est-a-dire s'il existe j / k tel queÂ Á
 .  .f j s f k . Nous notons respectivement mp F et mi F le nombre de ses
points maximaux d'abcisses paires / 2n et celui de ses points maximaux
 .d'abscisses impaires / 2n y 1, on note fd F resp. fnd F le nombre de ses
 .  .points fixes doubles resp. non doubles , enfin on note sd F resp. snd F leÂ Â
 .nombre de ses points surfixes doubles resp. non doubles .Â Â
Par exemple, dans l'escalier F de taille 14 suivant:
14 = = = = =
12 = =
10 = =
8 =
6 =
4 = =
2 =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
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les six statistiques sont respectivement les suivantes:
mi F s 1, mp F s 2, fd F s 2, fnd F s 1,
sd F s 2, snd F s 1.
w x USoit E l'ensemble des escaliers sur 2n et E l'ensemble des es-2 n 2 n
w x  w x.caliers sans point fixe sur 2n . Il est bien connu voir Du1, Vi que le
w xcardinal de E est egal au nombre de Genocchi G . Dans Du3 ,Â2 n 2 nq2
Dumont a introduit les polynomes generateurs de E suivants:Ã Â Â 2 n
mi F fd F snd F mp F fnd F sd FG x , y , z , x , y , z s x y x x y z 2.3 . . n
FgE2n
et a conjecture le developpement en fraction continue de leur serieÂ Â Â
  ..generatrice ordinaire cf. 1.4 . Au cours de la demonstration de cetteÂ Â Â
 w x.conjecture cf. Ra, Ze , nous avons etabli la relation de recurrenceÂ Â
suivante pour ces polynomes:Ã
G x , y , z , x , y , z s 1, .1
G x , y , z , x , y , z s x q z y q x G x q 1, y , z , x q 1, y , z .  . .  .n ny1
2.4 .
q x y y y y x z y z y xx .  .
=G x , y , z , x , y , z . .ny1
 .  .Comparant 1.2 et 2.4 , on voit que
Q x , y , z s G z , 0, y , x , 0, 0 n G 1 . 2.5 .  .  .  .n nq1
 .Il vient donc de 2.3 l'interpretation suivante:Â
Q x , y , z s xmp F y snd Fzmi F F g EU et sd F s 0 . 2.6 .  .  .n 2 nq2
F
 .Or, d'apres 1.3 , on aura plutot besoin d'interpreter des cas particuliersÁ Ã Â
 .  .des polynomes Q x, y, x q y n G 1 dans la suite. SoitÃ n
P x , y , x , y s Q x , y , x q y n G 0 . 2.7 .  . .  .n n
 .Il vient alors de 1.2 la recurrence suivante:Â
P x , y , x , y s 1, .0
P x , y , x , y s x x q y P x q 1, y , x q 1, y .  .  .n ny1 2.8 .
y x x q y y y P x , y , x , y . .  .ny1
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PROPOSITION 4. Pour tout n G 1, on a
 .  .  .i G x, z, y, x, z, y s G x, y, z, x, y, z ,n n
 .  .  .ii G x, 0, z, x, 0, z s xzG x, z, 1, x, z, 1 .nq1 n
 .Demonstration. C'est une consequence immediate de 2.4 . Nous don-Â Â Â
 .nons dans la suite une preuve directe a partir de 2.3 .Á
 .   ..4i Soit l'aplication c de E dans E , qui a F s k, f k associeÁ2 n 2 n
  ..4 w x  .  . G s k, g k telle que pour tout k g n , g 2k s f 2k y 1 et g 2k y
.  .1 s f 2k . Il est clair que c est une involution de E et satisfait2 n
mp G s mi F , mi G s mp F , fd G s sd F , fnd G s snd F .
 .  .D'ou l'identite i d'apres la definition 2.3 .Á Â Á Â
 . w xii Soit F un escalier sans point fixe sur 2n q 2 . Nous supprimons
 .la ligne et la colonne de son point surfixe 1, 2 qui, en dehors de ce point,
 .  .sont vides, nous supprimons de meme les cases vides 2, 2 , 4, 4 , . . . ,Ã
 .  .2n, 2n ainsi que la case 2n q 2, 2n q 2 . Apres renumerotage des lignesÁ Â
et colonnes, la trace de F sur les cases restantes constitue un escalier G
w xsur 2n , comme le montre la figure ci-apres:Á
10 = = = =
8 = = = 8 = = =
6 = 6 = = =
4 = ª 4 =
2 = 2 =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8
Nous verifions sans peine que l'application F ª G ainsi definie etablitÂ Â Â
une bijection entre EU et E telle que2 nq2 2 n
mi F s mp F y 1, mp G s mi F ,
fnd G s snd F y 1, fd G s sd F .
 .D'ou l'identite ii .Á Â
 .  .Comparant les deux relations de recurrence 2.4 et 2.8 et en vertu deÂ
la Proposition 4, nous obtenons le corollaire suivant.
COROLLAIRE 5. On a
P x , y , x , y s G x , 0, y , x , 0, y .  .n nq1
s xyG x , 1, y , x , 1, y .n
s xyG x , y , 1, x , y , 1 . .n
POLYNOMES COMBINATORIES 9
 .Par suite, nous deduisons du Corollaire 5 et de 2.3 les interpretationsÂ Â
 .combinatoires suivantes pour les polynomes P x, y, x, y .Ã n
THEOREME 6. On aÂ Á
mp F mi F snd F sd FP x , y , x , y s x x y y . n
UFgE2nq2
mp Fq1 mi F snd Fq1 sd Fs x x y y
FgE2n
mi Fq1 mp F fnd Fq1 fd Fs x x y y .
FgE2n
On notera que le theoreme ci-dessus sera la base de nombreusesÂ Á
 .interpretations combinatoires des specialisations des polynomes Q x, y, zÂ Â Ã n
 .en vertu de 2.7 .
Ã Â3. POLYNOMES EULERIENS
 .   ..Pour tout polynome P x, y en les variables x et y, notons V P x, yÃ
 .la somme des termes du plus haut degre de P x, y . PosonsÂ
A x , y s V yP x , 1, y , 1 s V yP 1, x , 1, y n G 1 . 3.1 .  .  .  .  . .  .n n n
La deuxieme egalite provient du fait que d'apres le Theoreme 3, lesÁ Â Â Á Â Á
 .P x, y, x, y sont symetriques en x et y d'une part, et en x et y d'autreÂn
part.
 .PROPOSITION 7. Les polynomes A x, y sont euleriens, i.e., satisfont laÃ Ân
relation de recurrence:Â
A x , y s xy , .1
3.2 .­ ­
A x , y s xy q A x , y . .  .n ny1 /­ x ­ y
Demonstration. Remarquons d'abord que si l, m sont deux entiersÂ
positifs, alors
m ml l ly1 m l my1V x q 1 y q 1 y x y s lx y q mx y .  .  .  .
­ ­
l ms q x y . /­ x ­ y
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Par consequent,Â
V y q 1 P x q 1, 1, y q 1, 1 y yP x , 1, y , 1 .  .  .n n
­ ­
s q A x , y . .n /­ x ­ y
 .Or, d'apres 2.8 , nous avonsÁ
V yP x , 1, y , 1 . .nq1
s xyV y q 1 P x q 1, 1, y q 1, 1 y yP x , 1, y , 1 . .  .  .n n
 .D'ou la recurrence 3.2Á Â
w xNous deduisons aisement du Theoreme 3 le resultat de Dumont Du2Â Â Â Á Â
suivant.
 .PROPOSITION 8. La serie generatrice ordinaire des polynomes A x, yÂ Â Â Ã n
admet le de¨eloppement en fraction continue sui¨ ant:Â
y
ny q A x , y t s . . n 1 xt
nG1 1 y 1 yt
1 y 2 xt
1 y 2 yt
1 y 3 xt
1 y 3 yt
1 y . . .
 .Demonstration. Le polynome P x, 1, y, 1 etant de degre n en x et y,Â Ã Â Ân
 . n  .donc Q x, y, a s a yP xra, 1, yra, 1 est un polynome en x, y et a, etÃn n
 .   ..  .satisfait Q x, y, 0 s V yP x, 1, y, 1 . D'ou la formule d'apres 3.1 et leÁ Án n
Theoreme 3.Â Á
A leur tour on deduit du Theoreme 5 les interpretations combinatoiresÂ Â Á Â
 .suivantes, qui mettent en evidence la symetrie en x, y de A x, y .Â Â n
PROPOSITION 9. On a
A x , y s xmp Fq1 ymi Fq1 s xmi Fq1 ymp Fq1 .  n
FgE FgE2n 2 n
max Fsny1 max Fsny1
s x fnd Fq1 y fd Fq1 s x snd Fq1 y sd Fq1. 
FgE FgE2n 2 n
fix Fsny1 sur Fsny1
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X w xSoit E l'ensemble des escaliers F sur 2n tels que max F s n y 1 et2 n
 . w x w x  .Inj n l'ensemble des injections g de n dans 2n telles que g j F 2 j
w x  .  .   ..pour tout j g n . Pour g g Inj n , notons pair g resp. impair g le
w x  .  .nombre des entiers j g n tels que g j soit pair resp. impair .
PROPOSITION 10. On a
A x , y s x pair g .q1 y impair g .q1. . n
 .ggInj ny1
 . XDemonstration. On va construire une bijection entre Inj n y 1 et E .Â 2 n
 .   ..4Etant donne g g Inj n y 1 , on definit son image F s k, f k de laÂ Â
w x w xmaniere suivante. Pour tout k g 2n , s'il existe j g n y 1 tel queÁ
 .  .  .g j s k, on definit f k s 2 j, sinon on pose f k s 2n. D'une part,Â
 . w x  . w xcomme g j F 2 j pour tout j g n y 1 , f k G k pour tout k g 2n .
 .  .D'autre part, il y a pair g entiers pairs j tels que g j soit pair et
 .  .impair g entiers impairs j tels que g j soit impair, donc mp F s n y 1
 .  .  .  .y pair g s impair g et mi F s n y 1 y impair g s pair g . On verifieÂ
 . Xfacilement que c'est bien une application bijective de Inj n y 1 sur E .2 n
D'ou le resultat en vertu du Corollaire 9.Á Â
w x w xSoit EX l'ensemble des applications excedantes f de n dans n , i.e.,Ân
 . w x w x.f k G k pour tout k g n . On note car f le cardinal de l'ensemble f n .
 .On peut aussi interpreter A x, y en terme d'applications excedantes.Â Ân
PROPOSITION 11. On a
A x , y s x car f y nycar fq1 . n
fgEXn
Demonstration. D'apres le Corollaire 9,Â Á
A x , y s x fnd Fq1 y fd Fq1 . . n
FgE2n
fix Fsny1
Soit donc F g E tel que fix F s n y 1. Supprimons toutes les colonnes2 n
 .  .  .paires ou seules les cases 2, 2 , 4, 4 , . . . , 2n, 2n ne sont pas vides. LaÁ
trace de F sur les cases restantes, apres renumerotage des colonnesÁ Â
restantes et lignes par 1, 2, . . . , n, constitue le graphe d'une application
 . w xexcedante g non necessairement surjective de n . L'application F ª gÂ
est bien une bijection de E sur EX telle qu' une ligne vide de g2 n n
correspond a un point fixe non double de F. D'ou le resultat.Á Â Á Â
 . w xSoit Invbip 2n l'ensemble des involutions sans point fixe de 2n dont
chaque cycle est compose de deux entiers de parites differentes. PourÂ Â Â
 . w x y1 .s g Invbip 2n , une valeur x g 2n est dit pic de cycle de s si s x -
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 .  .   ..x ) s x . Nous notons i s resp. p s le nombre de pics de cycle
 . w x  .  .impairs resp. pairs de s . Dumont Du2 a montre que A x, y n G 1Â n
 .sont des polynomes generateurs des Invbip 2n selon leurs nombres deÃ Â Â
pics de cycle pairs et impairs, i.e.,
A x , y s x ps . y is .q1. 3.3 .  .n
 .sgInvbip 2 n
Nous nous proposons de retablir ce resultat en exhibant une bijectionÂ Â
entre ce modele et l'un des modeles precedents. Par abus de langage, nousÁ Á Â Â
identifions dans la suite un escalier et son application correspondante.
X  .PROPOSITION 12. Il existe une bijection entre E et Invbip 2n telle que2 n
mp F q 1 s p w F . .
mi F q 1 s i w F q 1. . .
X w xDemonstration. Pour tout F g E , notons F la restriction de F a 2iÂ Á2 n i
 .   . 4pour i s 1, 2, . . . , n, c'est-a-dire, pour 1 F k F 2 i, F k s inf F k , 2 i .Á i
Signalons tout d'abord que, pour 1 F j - i F n, 2 j n'a qu'un seul
y1 .antecedent par F que nous notons F 2 j . Nous allons construireÂ Â i i
  ..  .successivement par recurrence la suite w F 1 F i F n de sorte queÂ i
 .w F satisfait la relation suivante pour 1 F i F n:i
mp F q 1 s p w F .  . .i i
3.4 .
mi F q 1 s i w F q 1. .  . .i i
 .  . y1  .On definit d'abord w F s 1, 2 et, pour i s 1, 2, . . . , n, si k s F 2 iÂ 1 iq1
 .  .  .est un pic de cycle impair resp. pair de w F , alors w F se deduit deÂi iq1
 .  X .w F en supprimant le cycle k , k et en le remplacËant par les deux cyclesi
 X .  .   X .  ..k , 2 i q 1 et k, 2 i q 2 resp. k , 2 i q 2 et k, 2 i q 1 ; sinon on ajoute
 .le cycle 2 i q 1, 2 i q 2 . Il est clair que l'application w ainsi definie verifieÂ Â
 . Xla relation 3.4 . Montrons que c'est bien une bijection de E sur2 n
 .  .Invbip 2n . Pour cela, soit s g Invbip 2n et, pour i s 1, 2, . . . , n y 1, si
w x  .   .sa restriction a 2i , c'est-a-dire, si 2 i q 1, 2 i q 2 resp. k, 2 i q 1 etÁ Á
 X ..  .k , 2 i q 2 est un cycle resp. sont des cycles de s , alors s se deduitÂiq1 i
de celle-ci en supprimant ce cycle resp. en supprimant ces cycles puis en
 X..  .les remplacËant par k, k . On construit la suite d'escaliers F , F , . . . , F1 2 n
comme suit:
1 2 .  .i F s ,1 2 2
 . y1  . y1 .ii F 2 j s F 2 j pour 1 F j - i F n y 1,iq1 i
 .  .  X . y1  .iii si k, 2 i q 1 et k , 2 i q 2 sont des cycles de s , F 2 i siq1 iq1
 X4sup k, k ,
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 .  . y1  .iv si 2 i q 1, 2 i q 2 est un cycle de s , f 2 i est le seuliq1 iq1
w x y1 .  .element de 2 i different de F 2 j j s 1, 2, . . . , i y 1 et qui n'est pasÂ Â Â i
un pic de s ,i
 . y1  .  .v Pour tout j / F 2k quel que soit k F i, F j s 2 i q 2.iq1 iq1
L'application s ª F s F ainsi definie est clairement l'inverse de w.Ân
 . w xEXEMPLE. Soit l'escalier ou application sur 10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10F s , /8 2 10 4 10 6 10 10 10 10
le deroulement de la bijection w est decrit dans le tableau suivant:Â Â
 .i F w Fi i
1 2  .1 1, 2 /2 2
1 2 3 4  . .2 1, 4 2, 3 /4 2 4 4
1 2 3 4 5 6  . . .3 1, 6 2, 3 4, 5 /6 2 6 4 6 6
1 2 3 4 5 6 7 8  . . . .4 1, 8 2, 3 4, 5 6,7 /8 2 8 4 8 6 8 8
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  . . . . .5 1 8 2, 3 4, 5 6, 7 9, 10 /8 2 10 4 10 6 10 10 10 10
 .  . . . . .Nous trouvons alors w F s 1, 8 2, 3 4, 5 6, 7 9, 10 .
4. NOMBRES D'EULER ET DE GENOCCHI
w xDumont et Randrianarivony Du-Ra ont introduit une suite de
  ..  .polynomes B x, y n G 1 comme une extension commune des nom-Ã n
bres de Genocchi et des nombres de Genocchi medians en ce sens queÂ
G s B 1, 1 , H s B 0, 1 n G 1 . 4.1 .  .  .  .2 n n 2 ny1 n
Ces polynomes sont definis parÃ Â
B x , y s 1, .1
4.2 .
B x , y s x q 1 y q 1 B x q 1, y q 1 y xyB x , y . .  .  .  .  .n ny1 ny1
 .Comparant avec 2.8 nous constatons que
B x , y s xy1P x , 1, y , 1 n G 1 . .  .  .n n
D'apres Theoreme 3 nous retrouvons immediatement le resultat deÁ Â Á Â Â
w xDumont et Randrianarivony Du-Ra suivant.
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PROPOSITION 13. On a
1
n1 q x B x , y t s . . n 1 xt
nG1 1 y
1 y q 1 t .
1 y
2 x q 1 t .
1 y
2 y q 2 t .
1 y
3 x q 2 t .
1 y
3 y q 3 t .
1 y . . .
D'autre part, le Theoreme 6 implique immediatement les interpretationsÂ Á Â Â
 .combinatoires suivantes pour B x, y , dont les deux dernieres sont dejaÁ Â Án
w xetablies dans Du-Ra .Â
PROPOSITION 14. On a
B x , y s xmp Fy1 ymi F . n
UFgE2nq2
s xmp F ymi F
FgE2n
s xmi F ymp F .
FgE2n
 .D'apres 4.1 , nous retrouvons en particulier les interpretations pour lesÁ Â
w xnombres de Genocchi et Genocchi medians dans Du-Ra, Ra .Â
w xPar ailleurs, Randrianarivony et Zeng Ra-Ze ont introduit les
 .  .polynomes C x, y n G 1 comme une extension des nombres d'Euler EÃ n n
en ce sens que
C 1, 1 s E , C 2, 2 s E . 4.3 .  .  .n 2 n n 2 nq1
Ces polynomes sont definis parÃ Â
C x , y s 1, .0
4.4 .
C x , y s x y q 1 C x q 2, y q 2 y xyC x , y . .  .  .  .n ny1 ny1
 .Comparant avec 2.8 nous voyons que
C x , y s 22 nP xr2, 1r2, yr2, 1r2 , n G 0 . .  .  .n n
w xLe resultat suivant, deja etabli dans Ra-Ze , s'obtient facilement duÂ Â Á Â
Theoreme 3.Â Â
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PROPOSITION 15. On a
1
nC x , y t s . . n 1 xt
nG0 1 y
2 y q 1 t .
1 y
3 x q 2 t .
1 y
4 y q 3 t .
1 y
5 x q 4 t .
1 y
6 y q 5 t .
1 y . . .
De meme on peut deduire du Theoreme 6 des interpretations en termesÂ Â Â Á Â
 .d'escaliers pour C x, y . Pour ce faire, on pose, pour tout escalier F surn
w x2n ,
nf F s 2n y 2 y fix F , ns F s 2n y 2 y sur F ,
nmf F s 2n y 2 y max F y fix F , 4.5 .
nms F s 2n y 2 y max F y sur F .
PROPOSITION 16. On a
C x , y s 2nms F xmp F ymi F . n
UFgE2nq2
s 2nms F xmp Fq1 ymi F
FgE2n
s 2nmf F xmi Fq1 ymp F .
FgE2n
 .En tenant compte de 4.3 , on obtient des nouvelles interpretationsÂ
 .  .combinatoires pour les nombres d'Euler E n G 1 .n
COROLLAIRE 17. On a, pour n G 0,
E s 2nms F s 2nms F s 2nmf F ,  2 n
UFgE FgE FgE2nq2 2 n 2 n
E s 2ns Fy2 s 2ns Fy1 s 2nf Fy1.  2 nq1
UFgE FgE FgE2nq2 2 n 2 n
On remarque notamment que le fait que les nombres E sont impairs2 n
et les nombres E sont pairs pour n G 0 est une consequence immedi-Â Â2 nq1
ate du corollaire ci-dessus.
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w xDans Ra-Ze , nous avons donne une interpretation pour les polynomesÂ Â Ã
 .C x, y en termes de records pairs et records impairs de permutationsn
w xalternantes sur 2n . Le probleme qui reste ouvert est de trouver uneÁ
bijection entre cette interpretation et celle de la Proposition 16.Â
5. MATRICES DE SEIDEL
 .Une matrice infinie a est dite matrice de Seidel si les coeffi-n, k n, k G 0
cients satisfont la recurrence:Â
a s a q a , n , k G 0. 5.1 .nq1, k n , k n , kq1
 4   4 .  .La suite a resp. a est appelee suite initiale resp. finale deÂ0, n nG 0 n, 0 nG 0
la matrice de Seidel. Il est clair qu'une matrice de Seidel est entierementÁ
determinee par sa suite initiale ou finale. En effet, il est facile de verifierÂ Â Â
qu'on a
n k
ky in ka s a , a s y1 a , n , k G 0. . n , k 0, kqi n , k nqi , 0 /  /i i
is0 is0
5.2 .
 .  .  .  .Il resulte de 5.2 que si a et a n G 0 sont respectivement lesÂ n n
n .  . 4suites initiale et finale d'une matrice de Seidel a , alors y1 an, k n, k G 0 n
 .n 4  .et y1 a n G 0 sont respectivement les suites initiale et finale de lan
 .nqk .matrice de Seidel y1 a .n, k n, k G 0
n n .  .LEMME 18. Soient a t s  a t et a t s  a t les fonctionsnG 0 0, n nG 0 n, 0
generatrices ordinaires des suites initiale et finale d'une matrice de SeidelÂ Â
 .  .a . Si a t admet le de¨eloppement en fraction continue formelleÂn, k n, k G 0
1
a t s , . c t1
1 y c t2
1 y c t3
1 y c t4
1 y . . .
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 .alors a t a le de¨eloppement en fraction continue formelle sui¨ ant:Â
1
a t s . . c t1
1 q t y c t2
1 y c t3
1 q t y c t4
1 y . . .
 .Demonstration. D'apres 5.2 nous avonsÂ Á
1 t 1 t
a t s a , a t s a . 5.3 .  .  . /  /1 q t 1 q t 1 y t 1 y t
D'ou nous deduisons aisement le resultat.Á Â Â Â
Soit p un entier positif fixe et
x s x , x , . . . , x , a s a , a , . . . , a . .  .1 2 p 1 2 p
  ..Considerons une matrice de Seidel a x parametrisee par x etÂ Â Ân, k n, k G 0
 .  .  .  .ayant respectivement a x s a x et a x s a x pour suite initialen 0, n n n, 0
et suite finale.
PROPOSITION 19. Soient a , b deux parametres independants de n G 0.Á Â
  .4La suite initiale a x satisfait la recurrenceÂn nG 0
a x s a a x q a q ba x n G 1 , 5.4 .  .  .  .  .n ny1 ny1
 .   .4a¨ec a x s 1, si et seulement si la suite finale a x satisfait la0 n nG 0
recurrenceÂ
a x s a a x q a q b q 1 a x n G 1 , 5.5 .  .  .  .  .  .n ny1 ny1
 .a¨ec a x s 1.0
 .Demonstration. C'est evident d'apres 5.2 .Â Â Á
yn .  .4PROPOSITION 20. Si ab P x, y, x, y est la suite initiale d'unen nG 0
yn .  .4matrice de Seidel, alors ab G x y a, y q b, 0, x y b, y, a est lanq1 nG 0
suite finale de cette matrice de Seidel.
yn .  .  .Demonstration. Posons a x, y, x, y s ab P x, y, x, y . D'apresÂ Án n
 .  .2.8 , les polynomes a x, y, x, y satisfont la recurrence:Ã Ân
y1a x , y , x , y s ab x x q y a x q 1, y , x q 1, y . .  .  .n ny1
y1y ab x x q y y y a x , y , x , y . 5.6 .  . .  .ny1
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 .avec a x, y, x, y s 1. Donc, d'apres la proposition precedente, la suiteÁ Â Â0
  .4finale a x, y, x, y satisfont la recurrence:Ân
y1a x , y , x , y s ab x x q y a x q 1, y , x q 1, y . .  .  .n ny1
y1y ab x x q y y y y 1 a x , y , x , y . 5.7 .  . .  .ny1
yn .  .  . avec a x, y, x, y s 1. Or, en vertu de 2.4 , la suite ab G x y a,0 nq1
.4  .y q b, 0, x y b, y, a verifie bien la recurrence 5.7 .Â ÂnG 0
On en deduit en particulier le resultat suivant dont les details sontÂ Â Â
laisses au lecteur.Â
  .4   .4COROLLAIRE 21. On note a x, y et a x, y les suites initialen nG 0 n nG 0
et finale d'une matrice de Seidel:
 .  .  .  .Si a x, y s xB x, y , alors a x, y s G x y 1, 2, 0, y y 1, 1, 1 ;n n n nq1
 .  .  .  .si a x, y s xB x, y , alors a x, y s G x y 1, 0, 0, y q 1, 1, 1 ;n n n nq1
2 n .  .  .  . si a x, y s C x, y , alors a x, y s 2 G x y 1 r2, 1, 0, y yn n n nq1
1 1. .1 r2, , ;2 2
2 n .  .  .  . si a x, y s C x, y , alors a x, y s 2 G x y 1 r2, 1, 0, y qn n n nq1
1 1. .1 r2, , .2 2
 4En particulier, si la suite finale d'une matrice de Seidel est H2 ny1 nG 0
avec H s 1, alors la suite initiale denombre les escaliers F tels queÂy1
mi F s fd F s snd F s 0.
Â6. NOMBRES D'EULER MEDIANS
Considerons les matrices de Seidel suivantes:Â
0 1 y1 y2 5 16 y61 y272 ???¡ ¦
1 0 y3 3 21 y45 y333 ???
1 y3 0 24 y24 y378 ???
y2 y3 24 0 y402 ???
 .a s y5 21 24 y402 ???n , k
16 45 y378 ???
61 y333 ???
y272 ???¢ §
???
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et
0 1 1 y2 y5 16 61 y272 ???
1 2 y1 y7 11 77 y211 ???
3 1 y8 4 88 y134 ???
4 y7 y4 92 y46 ???
 .b s y3 y11 88 46 ???n , k
y14 77 134 ??? 063 211 ???
274 ???
???
ou les suites initiales sont respectivementÁ
ny1a s 0, a s y1 E , .0, 0 2 ny1, 0 2 ny1
n
a s y1 E n G 1 , .  .2 n , 0 2 n
ny1b s 0, b s y1 E , .0, 0 2 ny1, 0 2 ny1
ny1b s y1 E n G 1 . .  .2 n , 0 2 n
w x w xInspire par les travaux d'Arnold Ar , Dumont Du2 a recemmentÂ Â
propose d'etudier les coefficients qui se trouvent dans les surdiagonaux deÂ Â
ces deux matrices de Seidel plus haut, i.e.,
n n
R s y1 a , L s y1 b , .  .n n , nq1 n n , nq1
et les a appeles nombres d'Euler medians.Â Â
 w x.THEOREME 22 Dumont Du4 . On a le de¨eloppement en fractionsÂ Á Â
continues formelles sui¨ ant:
L t n s 1 q t q 4 t 2 q 46 t 3 q ??? n
nG0
1
s ,1 ? 1t
1 y 1 ? 3t
1 y 2 ? 5t
1 y 2 ? 7t
1 y 3 ? 9t
1 y 3 ? 11t
1 y . . .
R t n s 1 q 3t q 24 t 2 q 402 t 3 q ??? n
nG0
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1
s .1 ? 3t
1 y 1 ? 5t
1 y 2 ? 7t
1 y 2 ? 9t
1 y 3 ? 11t
1 y 3 ? 13t
1 y . . .
 .Nous allons montrer dans la suite que les polynomes D x definis par:Ã Ân
x q 1 x q 1 1
2 nD x s 2 P , 1, , n G 0 . 6.1 .  .  .n n  /2 2 2
sont une extension des nombres d'Euler medians.Â
 .De la relation 2.8 on deduit la relation de recurrence:Â Â
D x s 1, .0
6.2 .
D x s x q 1 x q 2 D x q 2 y x x q 1 D x . .  .  .  .  .  .n ny1 ny1
Les premieres valeurs de ces polynomes sont:Á Ã
D x s 1, .0
D x s 2 x q 1 , .  .1
D x s 4 x q 1 2 x q 3 , .  .  .2
D x s 8 x q 1 6 x 2 q 22 x q 21 . .  .  .3
 .On voit aisement que D x est un polynome a coefficients entiers positifsÂ Ã Án
n . w xet divisible par 2 x q 1 dans Z x . On deduit aussi de la Proposition 1 leÂ
resultat suivant.Â
PROPOSITION 23. On a
1
nD x t s . n 1 q x x q 1 t .nG0
x q 1 x q 2 t .  .
q q ???
1 q x x q 1 t 1 q x q 2 x q 3 t .  .  . .  .
x q 1 t n . 2 ns . n 1 q x q 2k x q 2k q 1 t .  .ks0nG0
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Du Theoreme 3 on deduit le developpement en fraction continueÂ Á Â Â
 .formelle de la serie generatrice ordinaire des polynomes D x suivant.Â Â Â Ã n
THEOREME 24. On aÂ Á
1
nD x t s . . n 2 x q 1 t .nG0 1 y
2 x q 2 t .
1 y
4 x q 3 t .
1 y
4 x q 4 t .
1 y . . .
Enfin le Theoreme 6 implique les interpretations suivantes pour lesÂ Á Â
 .polynomes D x .Ã n
PROPOSITION 25. On a
max F2 nymax Fysd FD x s 2 x q 1 .  .n
UFgE2nq2
max Fq12 ny1ymax Fyfd Fs 2 x q 1 .
FgE2n
max Fq12 ny1ymax Fysd Fs 2 x q 1 . .
FgE2n
THEOREME 26. On a, pour tout n G 0:Â Á
1 1D y s L , D s R . .  .n n n n2 2
1 1Demonstration. En substituant x par y et , respectivement, dans leÂ 2 2
Theoreme 24, on trouve les meme fractions continues du Theoreme 22.Â Á Ã Â Á
De la Proposition 25 on obtient les interpretations suivantes.Â
PROPOSITION 27. On a
L s 22 nymax F .ysd F s 22 ny1ymax F .ysd F , n
UFgE FgE2nq2 2 n
R s 22 nymax F .ysd F 3max F s 22 ny1ymax F .ysd F 3max F . n
UFgE FgE2nq2 2 n
On voit que les exposants de 2 dans la proposition ci-dessus sont tous
positifs ou nuls. Par consequent, les nombres L et R sont des entiersÂ n n
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1G 1. D'autre part, en appliquant la Proposition 1 avec t s , on a les2
 .expressions suivantes pour les L et R n G 1 .n n
PROPOSITION 28. On a
mi F mi Fnymax F ny1ymax FL s y1 4 s y1 4 , .  . n
UFgE FgE2nq2 2 n
R s 3mp F4nymax F s 3mp Fq14ny1ymax F . n
UFgE FgE2nq2 2 n
Nous constatons que les nombres d'Euler medians sont deux specialisa-Â Â
 .  .tions des polynomes D x . En specialisant les polynomes D x de facËonÃ Â Ãn n
differente, nous pouvons obtenir d'autres entiers positifs remarquables.Â
Par exemple, posons
l s 2ynD 0 , r s 2ynD 1 , n G 0; .  .n n n n
alors le Theoreme 24 implique les developpements en fractions continuesÂ Á Â
suivants.
THEOREME 29. On aÂ Á
l t n s 1 q t q 3t 2 q 21t 3 q ??? n
nG0
1
s ,1 ? 1t
1 y 1 ? 2 t
1 y 2 ? 3t
1 y 2 ? 4 t
1 y 3 ? 5t
1 y 3 ? 6 t
1 y . . .
r t n s 1 q 2 t q 10 t 2 q 98t 3 q ??? n
nG0
1
s .1 ? 2 t
1 y 1 ? 3t
1 y 2 ? 4 t
1 y 2 ? 5t
1 y 3 ? 6 t
1 y 3 ? 7t
1 y . . .
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D'apres les fractions continues dans les Theoremes 22 et 29, il sembleÁ Â Á
que les nombres l et r doivent avoir des proprietes voisines des nombresÂ Ân n
d'Euler medians. On deduit egalement de la Proposition 25 les interpreta-Â Â Â Â
tions en escaliers des nombres l et r suivantes.n n
THEOREME 30. On aÂ Á
l s 2 nymax Fysd F s 2 ny1ymax Fyfd F n
UFgE FgE2nq2 2 n
s 2 ny1ymax Fysd F ,
FgE2n
r s 2 nysd F s 2 ny fd F s 2 nysd F .  n
UFgE FgE FgE2nq2 2 n 2 n
 .D'autre part, en vertu de 2.7 on a
1 1 1 1P x , y , x , y s P x , y , x q , y y s P x , y , x y , y q . .  .  .n n n2 2 2 2
 .Par suite, compte tenu de 6.1 et du Theoreme 6, on obtient une autreÂ Á
interpretation pour les nombres l et r .Â n n
THEOREME 31. On aÂ Á
l s 2 ny1ymi F , r s 2 nymp F . n n
FgE FgE2n 2 n
fd Fs0
On remarque que l est impair et r pair pour tout n G 1.n n
7. NOMBRES DE SPRINGER
 .Les nombres de Springer S n G 0 sont definis par leur fonctionÂn
 .generatrice exponentielle cos x q sin x rcos 2 x. Nous allons generaliserÂ Â Â Â
ces nombres.
 2 n  .4Considerons la matrice de Seidel ayant 2 D x comme sa suiteÂ n
 .finale. D'apres la Proposition 19 et la relation 6.2 , sa suite initialeÁ
  .4S x est definie par la recurrence:Â Ân nG 0
S x s 1, .0
7.1 .
2S x s 2 x q 2 2 x q 4 S x q 2 y 2 x q 1 S x . .  .  .  .  .  .n ny1 ny1
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Voici les premieres valeurs de ces polynomes:Á Ã
S x s 1, .0
S x s 8 x q 7, .1
S x s 128 x 2 q 304 x q 177, .2
S x s 3072 x 3 q 13952 x 2 q 21080 x q 10199. .3
Par un argument analogue a celui de la Proposition 2, on obtient laÁ
formule suivante.
PROPOSITION 32. On a
22 n x q 1 t n . 2 nnS x t s . . n n 1 q 1 q 2 x q 4k 2 x q 4k q 2 t 4 .  .ks0nG0 nG0
Le theoreme suivant se deduit du Theoreme 26 et du Lemme 18.Â Á Â Â Á
 .THEOREME 33. La serie generatrice ordinaire des polynomes S x admetÂ Á Â Â Â Ã n
le de¨eloppement en fraction continueÂ
1
nS x t s . . n 4 ? 2 x q 1 t .nG0 1 q t y
4 ? 2 x q 2 t .
1 y
4 ? 4 x q 3 t .
1 q t y
4 ? 4 x q 4 t .
1 y . . .
 .  .Comme dans le cas des D x , on peut aussi interpreter les S x dansÂn n
le modele d'escaliers.Á
THEOREME 34. On aÂ Á
max Ffix F nmfs FS x s 3 4 2 x q 1 . .  .n
FgE2nq2
Demonstration. Il est facile de montrer que les polynomesÂ Ã
2 x q 1 3 1 2 x q 1 3 1
2 n4 G , , , , ,nq1  /4 4 4 4 4 4
 .  .verifient la recurrence 7.1 . D'ou le theoreme d'apres 2.5 .Â Â Á Â Á Á
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 w x.  4   4 .PROPOSITION 35 Dumont Du4 . Si S resp. S est la2 n nG 0 2 nq1 nG 0
 2 n 4   2 n 4 .suite initiale d'une matrice de Seidel, alors 2 L resp. 2 R estn nG 0 n nG 0
la suite finale.
Par suite, nous avons le resultat suivant en vertu du Theoreme 26.Â Â Á
THEOREME 36. On aÂ Á
S y1r2 s S , S 1r2 s S . .  .n 2 n n 2 nq1
On tire alors de la Proposition 32 les fonctions generatrices ordinairesÂ Â
des S .n
COROLLAIRE 37. On a
P2 n 2k q 1 t n .ks0nS t s , 2 n n 1 q 1 q 4k q 1 4k q 3 t 4 .  .ks0nG0 nG0
2 n 2k y 1 t n .ks1nS t s 1 q . 2 nq1 n 1 q 1 q 4k y 1 4k q 1 t 4 .  .ks1nG0 nG1
COROLLAIRE 38. On a
S s 3fix Fq14nfs Fy2 ,2 n
FgE2n
S s 2max F 3fix F4nmfs F2 nq1
FgE2nq2
w xDemonstration. A tout escalier F sur 2n q 2 tel que max F s 0, onÂ
w xassocie l'escalier G sur 2n deduit de F par suppression de la ligneÂ
superieure. Ceci etablit une bijection entre E et l'ensemble des escaliersÂ Â 2 n
w xF sur 2n q 2 tels que max F s 0, ayant la propriete:Â Â
fix G s fix F y 1, sur G s sur F y 1.
D'ou le resultat en appliquant les Theoremes 28 et 30.Á Â Â Á
w xDans Ar , Arnold a donne des interpretations combinatoires des nom-Â Â
bres de Springer en terme de permutations signees alternees. Donc, leÂ Â
probleme ouvert est d'etablir des liens entre son modele et le notre.Á Â Á Ã
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